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Re´sume´
Le class-invariant homomorphism permet de mesurer la structure galoisienne des
torseurs — sous un sche´ma en groupes fini et plat G — qui sont dans l’image du
cobord associe´ a` une isoge´nie, de noyau G, entre des (mode`les de Ne´ron de) varie´te´s
abe´liennes. Quand les varie´te´s sont des courbes elliptiques a` re´duction semi-stable
et que l’ordre de G est premier a` 6, on sait que cet homomorphisme s’annule sur
les points de torsion. Dans cet article, en nous servant de restrictions de Weil de
courbes elliptiques, nous construisons, pour tout nombre premier p > 2, une varie´te´
abe´lienne A de dimension p munie d’une isoge´nie (de noyau µp) dont le cobord est
surjectif. Si A est de rang nul, et si la p-partie du groupe de Picard de la base est
non triviale, nous obtenons ainsi un exemple ou` le class-invariant homomorphism
ne s’annule pas sur les points de torsion.
Abstract
The so-called class-invariant homomorphism ψ measures the Galois module
structure of torsors—under a finite flat group scheme G—which lie in the image
of a coboundary map associated to an isogeny between (Ne´ron models of) abelian
varieties with kernel G. When the varieties are elliptic curves with semi-stable re-
duction and the order of G is coprime to 6, it is known that the homomorphism ψ
vanishes on torsion points. In this paper, using Weil restrictions of elliptic curves,
we give the construction, for any prime number p > 2, of an abelian variety A of
dimension p endowed with an isogeny (with kernel µp) whose coboundary map is
surjective. In the case when A has rank zero and the p-part of the Picard group
of the base is non-trivial, we obtain examples where ψ does not vanish on torsion
points.
1 Introduction
Soit S un sche´ma, et soit G un S-sche´ma en groupes commutatif, fini localement libre.
Soit H1(S,G) le premier groupe de cohomologie de S a` valeurs dans G, calcule´ pour
1
la topologie fppf sur S. On sait que les e´le´ments de H1(S,G) s’identifient aux (classes
d’isomorphie de) G-torseurs sur S, en particulier quand G = ΓS est un S-groupe constant
fini les e´le´ments de H1(S,ΓS) sont les reveˆtements galoisiens non ramifie´s de groupe Γ.
Une fac¸on naturelle de construire des G-torseurs est de conside´rer une suite exacte de
S-sche´mas en groupes (pour la topologie fppf sur S) de noyau G,
0 −−−→ G −−−→ P f−−−→ Q −−−→ 0 (1)
qui donne lieu a` un morphisme cobord
∆ : Q(S) −−−→ H1(S,G). (2)
De fac¸on image´e, a` toute section x ∈ Q(S), on associe un G-torseur qui repre´sente le
faisceau « image re´ciproque de x par f ». Les exemples de telles situations abondent
en ge´ome´trie alge´brique. Citons par exemple la suite exacte de Kummer, dans laquelle
G = µn et f : Gm → Gm est le morphisme d’e´le´vation a` la puissance n-ie`me dans le
groupe multiplicatif Gm. Dans le cas ou` S est de caracte´ristique p, citons e´galement la
suite exacte d’Artin-Schreier, dans laquelle G = (Z/pZ)S et f : Ga → Ga est le morphisme
℘ = id− F dans le groupe additif Ga, ou` F de´signe le morphisme de Frobenius.
Une question naturelle se pose : e´tant donne´ G, peut-on trouver une suite exacte de
la forme (1) telle que le cobord ∆ soit surjectif, et que peut-on imposer sur P et Q ?
Conside´rons le cas particulier ou` S = Spec(R), avec R un anneau de Dedekind de
type fini sur Z, dont le corps de fractions K est un corps de nombres. Si G = µn alors
dans [G3] on construit une suite exacte de la forme (1) dans laquelle P (donc e´galement
Q) est un S-tore, et dont le cobord est surjectif. Par contre, si G = (Z/nZ)S avec n non
inversible sur S, alors il est impossible de plonger G dans un S-tore.
D’apre`s un re´sultat de Raynaud (voir [BBM, The´ore`me 3.1.1]) il est possible, loca-
lement pour la topologie de Zariski sur S, de plonger G dans un S-sche´ma abe´lien (i.e.
un S-sche´ma en groupes lisse, propre, a` fibres connexes). Cependant, le proble`me n’a pas
toujours de solution au niveau global : si R = Z alors, d’apre`s un ce´le`bre re´sultat de
Fontaine [Fo], il n’existe pas de sche´ma abe´lien sur S. Il est donc indispensable d’affaiblir
les exigences en autorisant de la mauvaise re´duction. Nous arrivons donc a` la question
suivante : existe-t-il une suite de la forme (1) dans laquelle P est le mode`le de Ne´ron
d’une K-varie´te´ abe´lienne, et dont le cobord est surjectif ? En adaptant au cas pre´sent la
strate´gie utilise´e dans la preuve de la proposition 3.4 de [G3], nous montrons ici le re´sultat
suivant (cf. le paragraphe 3.4).
The´ore`me 1.1. Supposons que G soit un sous-groupe fini et plat du mode`le de Ne´ron X
d’une K-varie´te´ abe´lienne ayant re´duction semi-stable en les points de S de caracte´ristique
divisant l’ordre de G. Alors il existe une K-varie´te´ abe´lienne dont le mode`le de Ne´ron A
contient G comme sous-groupe, et telle que le cobord associe´ a` la suite exacte
0 −−−→ G −−−→ A −−−→ B −−−→ 0
soit surjectif.
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La varie´te´ abe´lienne AK est en fait de la forme ℜK ′/K(XK ′), ou` K ′ est une extension
finie de K telle que la fle`che de changement de base H1(S,G)→ H1(S ′, GS′) soit nulle, S ′
e´tant le normalise´ de S dans K ′, et ou` ℜK ′/K de´signe la restriction des scalaires a` la Weil
(voir [BLR, §7.6]). En outre, le quotient B := A/G est repre´sentable par un S-sche´ma en
groupes lisse, se´pare´, et de type fini, dont la fibre ge´ne´rique est une varie´te´ abe´lienne BK
(voir les lemmes 2.8 et 2.10).
La motivation initiale qui nous a mene´ a` ces questions est l’e´tude de la conjecture de
M. J. Taylor sur le class-invariant homomorphism pour des varie´te´s abe´liennes de dimen-
sion strictement supe´rieure a` 1. Dans cet article, nous de´finissons cet homomorphisme
(que nous noterons ψ et que nous appellerons homomorphisme de classes) comme e´tant
la compose´e du cobord ∆ de (2) avec un morphisme
π : H1(S,G) −−−→ Pic(GD)
de´fini par Waterhouse [W, Theorem 5], et qui s’interpre`te en termes de structure ga-
loisienne de torseurs. Plus pre´cise´ment, si Z est un G-torseur sur S, alors Z est affine,
et l’action de G sur Z donne naissance a` une action de l’alge`bre du groupe GD (i.e.
l’alge`bre duale de l’alge`bre du groupe G) sur l’alge`bre de Z. L’homomorphisme π mesure
cette structure de module. Nous noterons RPic(GD) l’image de π, et nous l’appellerons le
groupe des classes re´alisables.
D’apre`s ce qui pre´ce`de, on peut traduire les re´sultats ci-dessus en termes de surjectivite´
de l’homomorphisme de classes sur le groupe des classes re´alisables.
Dans [T88], M. J. Taylor a conjecture´ l’annulation de ψ sur les points de torsion, dans
le cas ou` P est une S-courbe elliptique. Si l’ordre de G est premier a` 6, ce re´sultat est
connu. D’abord de´montre´ par Srivastav et Taylor [S-T] pour une courbe a` multiplication
complexe, puis par Agboola [A2] sans l’hypothe`se de multiplication complexe, et enfin
par Pappas [P1] en remplac¸ant S par un sche´ma quelconque, il a e´galement e´te´ ge´ne´ralise´
par l’auteur (voir [G1] et [G2]) dans le cas ou` P est un S-sche´ma en groupes semi-stable
dont la fibre ge´ne´rique est une K-courbe elliptique.
Si P est une S-courbe elliptique, et si l’ordre de G est une puissance de 2, alors il
existe des exemples de non-annulation de ψ sur des points de torsion, duˆs a` W. Bley et
M. Klebel [B-K], ainsi qu’a` Ph. Cassou-Nogue`s et A. Jehanne [CN-J] dans le cas d’une
courbe elliptique a` multiplication complexe.
Dans [P1, Theorem C], pour tout choix de deux nombres premiers r 6= ℓ, on construit
une courbe affine lisse D sur un corps fini de caracte´ristique r, et un D-sche´ma abe´lien de
dimension 2 muni d’un point de ℓ-torsion sur lequel l’homomorphisme de classes associe´ a`
la multiplication par ℓ ne s’annule pas. Cependant, aucun re´sultat semblable n’est connu
dans le cas ou` le sche´ma de base est le spectre de l’anneau des entiers d’un corps de
nombres.
Notre re´sultat donne une nouvelle me´thode pour construire des points de torsion qui
ne sont pas dans le noyau de ψ. Soit p un nombre premier, conside´rons le cas ou` G = µp,
alors GD = (Z/pZ)S et RPic(G
D) = Pic(S)[p], donc on obtient un homomorphisme de
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classes ψ surjectif sur Pic(S)[p]. Pour obtenir un contre-exemple a` la conjecture de Taylor,
il suffit de se placer dans le cas ou` Pic(S)[p] n’est pas nul, et B(S) est de torsion. Plus
pre´cise´ment, nous obtenons le re´sultat suivant (cf. le the´ore`me 4.7).
The´ore`me 1.2. Soient
1. p ≥ 3 un nombre premier,
2. K un corps quadratique imaginaire tel que Pic(OK)[p] 6= 0 ; si p = 3 on exige de
plus que p soit non ramifie´ dans K,
3. K ′ une extension de K dans laquelle les e´le´ments de Pic(OK)[p] capitulent,
4. EK ′ une K
′-courbe elliptique, ayant bonne re´duction au-dessus de p, telle que EK ′(K
′)
soit un groupe fini contenant un e´le´ment d’ordre p.
Soit S = Spec(OK). Alors il existe une K-varie´te´ abe´lienne de dimension [K ′ : K], de
mode`le de Ne´ron A, et une suite exacte
0 −−−→ µp −−−→ A −−−→ B −−−→ 0
ou` B(S) est un groupe de torsion, telle que l’homomorphisme de classes associe´
ψ : B(S) −−−→ H1(S, µp) −−−→ RPic((Z/pZ)S) ≃ Pic(OK)[p]
soit surjectif, donc non nul sur les points de torsion.
Dans la pratique, la finitude de EK ′(K
′) est assez difficile a` ve´rifier par le calcul. Nous
avons pour l’instant des exemples pour p = 3 et p = 5. Il est cependant raisonnable de
croire que de tels exemples existent pour d’autres valeurs de p.
Enfin, sous certaines hypothe`ses, nous donnons une interpre´tation de ψ en termes de
la restriction de certains Gm-torseurs prolongeant le fibre´ de Poincare´ sur BK ×K BtK ,
ou` BtK de´signe la varie´te´ duale de BK . Plus pre´cise´ment, soit B le mode`le de Ne´ron de
BK , et soit BΛ (voir les notations 2.6) le plus petit sous-groupe ouvert de B a` travers
lequel le morphisme canonique B → B se factorise. Supposons qu’il existe un morphisme
i : GD → Bt,Λ′ prolongeant l’inclusion canonique GDK ⊆ BtK , ou` Λ′ de´signe l’orthogonal
de Λ sous l’accouplement de monodromie (cf. le paragraphe 2.2), ce qui est ve´rifie´ par
exemple si GD est e´tale sur S. On peut alors conside´rer le morphisme ψ♭ donne´ par
ψ♭ : BΛ(S) −→ RPic(GD)
(x : S → BΛ) 7−→ (x× i)∗(t(W ′)) (3)
ou` W ′ est l’unique biextension de (BΛ,Bt,Λ′) par Gm qui prolonge la biextension de Weil,
et ou` t(W ′) est le Gm-torseur associe´ a` W
′. On montre alors que ψ est la compose´e de ψ♭
avec la fle`che B(S) → BΛ(S), ce qui ge´ne´ralise la description de ψ donne´e par Agboola
[A1, Theorem 1] dans le cas des sche´mas abe´liens. Nous sommes alors en mesure d’en
de´duire l’e´nonce´ qui suit (cf. le corollaire 4.2).
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The´ore`me 1.3. Soit N > 0 un entier. Il existe une K-varie´te´ abe´lienne BK , un sous-
groupe Λ du groupe des composantes du mode`le de Ne´ron B de BK, et un point de N-
torsion y ∈ Bt,Λ′(S), tels que l’application
BΛ(S) −→ Pic(S)[N ]
(x : S → BΛ) 7−→ (x× y)∗(t(W ′))
soit surjective, ou` W ′ est l’unique biextension de (BΛ,Bt,Λ′) par Gm qui prolonge la biex-
tension de Weil, et ou` t(W ′) est le Gm-torseur associe´ a` W
′.
Pour conclure, nous proposons de formuler la question suivante, qui contient la conjec-
ture de Taylor en dimension 1, et qui inclut le cas des corps de fonctions. Notons ici que
les contre-exemples de Pappas n’excluent pas une re´ponse positive a` cette question.
Question 1.4. Soit S le spectre d’un anneau de Dedekind dont le corps de fraction K
est un corps global ( i.e. un corps de nombres, ou une extension de degre´ de transcendance
un d’un corps fini), et soit d un entier. Existe-t-il un entier Q(K, d) tel que, pour toute
K-varie´te´ abe´lienne CK de dimension d, de mode`le de Ne´ron C a` re´duction semi-stable
sur S, la restriction de t(W ) a` C◦[m]× Ct[m] soit triviale pour m premier a` Q(K, d) ?
Remarque 1.5. (1) D’apre`s [G1, the´ore`me 4.1], Q(K, 1) = 6 convient pour tout K. De
plus, d’apre`s [P1, Theorem C], pour tout p premier, il existe un corps de fonctions K,
de caracte´ristique diffe´rente de p, tel que p|Q(K, d) pour tout entier d ≥ 2. Ainsi l’entier
d = 1 est le seul pour lequel il existe une constante Q(K, d) qui est inde´pendante de K.
(2) Si K est un corps de nombres et si p un nombre premier, satisfaisant les hypothe`ses
du the´ore`me 1.2, alors p|Q(K, p).
(3) Cette question est a` mettre en paralle`le avec la conjecture 1.8 de Pappas dans
[P3]. Il existe en effet un lien entre la caracte´ristique d’Euler e´quivariante conside´re´e par
Pappas, et les valeurs de l’homomorphisme de classes. Pour plus de de´tails, nous renvoyons
le lecteur a` [P2].
2 Sous-groupes finis
Dans tout le texte, K est un corps de nombres, R est un anneau de Dedekind (de type
fini en tant que Z-alge`bre) de corps de fractions K, et S = Spec(R). Tous les sche´mas en
groupes que nous conside`rerons ici sont commutatifs par convention.
Dans cette section, nous fixons une K-varie´te´ abe´lienne AK , et nous notons A son
mode`le de Ne´ron sur S. Si G est un S-sche´ma en groupes (commutatif) fini et plat, nous
noterons ord(G) l’ordre de G.
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2.1 Immersions ferme´es et quotients
Nous commenc¸ons par rappeler une proprie´te´ (bien connue) de prolongement des K-
sche´mas en groupes finis.
Lemme 2.1. Soit GK un K-sche´ma en groupes fini, et soit V ⊆ S un ouvert de S.
Alors un prolongement de GK en un V -sche´ma en groupes fini et lisse, s’il existe, est le
mode`le de Ne´ron de GK sur V — selon la terminologie de [BLR, §1.2, def. 1] — donc
est unique. En particulier, si l’ordre de GK est inversible sur V , alors il existe au plus un
prolongement de GK en un V -sche´ma en groupes fini et plat.
Lemme 2.2. Soit H un S-sche´ma en groupes fini et plat, et soit f : H → A un morphisme
de S-sche´mas en groupes. Alors l’image de f est un sous-groupe fini et plat de A.
De´monstration. L’image de f est un sous-groupe quasi-fini et plat de A. De plus, d’apre`s
[EGA II, corollaire 5.4.3 (ii)], l’image de f est propre (car A est se´pare´ sur S, et H est
propre sur S), donc l’image de f est finie d’apre`s le « main theorem » de Zariski (plus
pre´cise´ment, un morphisme quasi-fini et propre est fini [EGA III, cor. 4.4.11]).
De´finition 2.3. Soit p un nombre premier. Nous dirons que p est peu ramifie´ dans S
si, pour tout p ∈ S de caracte´ristique re´siduelle p, l’indice de ramification absolu ep de p
satisfait l’ine´galite´ ep < p− 1.
Remarque 2.4. Si p est inversible dans S, c’est-a`-dire si S ne contient aucun point de
caracte´ristique re´siduelle p, alors p est peu ramifie´ dans S.
Lemme 2.5. Avec les hypothe`ses du lemme 2.2, supposons que fK : HK → AK soit une
immersion ferme´e, et que l’ordre de H soit une puissance d’un nombre premier p peu
ramifie´ dans S. Alors f est une immersion ferme´e.
De´monstration. Soit H ′ l’image de f , et soit V := S[p−1] ⊆ S le comple´mentaire de
l’ensemble des points de caracte´ristique p. Alors le morphisme naturel HV → H ′V est un
morphisme entre sche´mas en groupes finis et lisses sur V , et sa fibre ge´ne´rique est un
isomorphisme, donc c’est un isomorphisme, d’apre`s le lemme 2.1. Soit d’autre part p ∈ S
un point ferme´ de caracte´ristique p, et soit S(p) = Spec(R(p)) ou` R(p) est le localise´ de R
en p. Soit ep l’indice de ramification absolu de p, l’ine´galite´ ep < p − 1 implique que la
fle`che H ×S S(p) → H ′×S S(p) est un isomorphisme, d’apre`s [BLR, §7.5, lemma 5]. On en
de´duit que H et H ′ sont isomorphes.
Notations 2.6. Nous noterons A◦ la composante neutre de A, et Φ := A/A◦ le groupe
des composantes de A. Si Γ est un sous-groupe ouvert de Φ, nous noterons AΓ l’image
re´ciproque de Γ par le morphisme canonique A → Φ. Enfin, nous noterons At le mode`le
de Ne´ron de la K-varie´te abe´lienne duale AtK de AK .
Nous fixons a` pre´sent un sous-groupe ouvert Γ de Φ, ainsi qu’un sous-groupe fini et
plat G de AΓ. Nous noterons BK := AK/GK la varie´te´ abe´lienne quotient, B (resp. Bt)
le mode`le de Ne´ron de BK (resp. B
t
K), et Ψ le groupe des composantes de B.
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Par dualite´, nous avons une inclusion GDK ⊆ BtK . Dans certains cas, cette inclusion se
prolonge en une immersion ferme´e GD → Bt.
Lemme 2.7. On suppose que A a bonne re´duction en toutes les places divisant ord(G).
Alors l’inclusion GDK → BtK se prolonge en une immersion ferme´e GD → Bt.
De´monstration. Soit U ⊆ S l’ouvert de bonne re´duction de A, et soit
V := S[ord(G)−1] ⊆ S
le comple´mentaire de l’ensemble des points de caracte´ristique divisant ord(G). Comme
GD est tue´ par ord(G), on en de´duit que GD est e´tale (donc lisse) sur V , d’ou` par la
proprie´te´ universelle du mode`le de Ne´ron une fle`che
GDV −−−→ BtV
qui prolonge l’inclusion GDK → BtK , et qui est une immersion ferme´e d’apre`s le lemme 2.1.
D’autre part, nous avons une suite exacte de faisceaux
0 −−−→ GU −−−→ AU −−−→ BU −−−→ 0
pour la topologie fppf sur U , donc par dualite´ des sche´mas abe´liens un morphisme
GDU −−−→ BtU
qui est une immersion ferme´e. Enfin, d’apre`s l’hypothe`se ci-dessus, U et V forment un
recouvrement ouvert de S. En recollant les morceaux, nous obtenons une fle`che
GD −−−→ Bt
qui est une immersion ferme´e.
Lemme 2.8. Le faisceau quotient AΓ/G (pour la topologie fppf sur S) est repre´sentable
par un S-sche´ma en groupes lisse, se´pare´ et de type fini, que nous noterons B.
De´monstration. Comme AΓ est de type fini sur S, et S re´gulier de dimension 1, le faisceau
quotient AΓ/G est bien repre´sentable d’apre`s [An, chap. IV, the´ore`me 4.C]. La projection
canonique ϕ : AΓ → B est fide`lement plate, et AΓ est un S-sche´ma plat, donc B est un
S-sche´ma plat. De plus B est lisse sur S graˆce au crite`re de lissite´ par fibres [BLR, §2.4,
prop. 8]. On voit que B est se´pare´ car AΓ est se´pare´ et G est ferme´ dans AΓ.
Notations 2.9. Soit ϕK : AK → BK l’isoge´nie de´finissant BK , et soit ϕtK : BtK → AtK
l’isoge´nie duale de ϕ. Nous noterons ϕ et ϕt les prolongements respectifs de ces isoge´nies
sur les mode`les de Ne´ron.
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Lemme 2.10. Supposons que les hypothe`ses du lemme 2.7 soient satisfaites, ou que A
soit semi-stable. Alors B est isomorphe a` un sous-groupe ouvert de B.
De´monstration. Sous les hypothe`ses envisage´es, l’ordre de ϕ est premier aux caracte´ris-
tiques re´siduelles des places de mauvaise re´duction de A, ou A est semi-stable. Par suite,
le morphisme ϕ : A◦ → B◦ est surjectif, a` noyau quasi-fini et plat, d’apre`s [BLR, §7.3,
prop. 6]. De meˆme, le noyau de ϕ : A → B est un sous-groupe quasi-fini, plat et ferme´ de
A, donc est e´gal a` l’adhe´rence sche´matique dans A de sa fibre ge´ne´rique. Or cette dernie`re
n’est autre que G. On en de´duit le re´sultat.
2.2 Accouplement de monodromie
Nous rappelons ici quelques faits concernant l’accouplement (dit « de monodromie »)
introduit par Grothendieck dans [SGA 7]. Soit PK le fibre´ de Poincare´ sur AK ×K AtK ,
c’est-a`-dire le fibre´ universel permettant d’identifier AtK au foncteur de Picard de AK .
Graˆce au the´ore`me du carre´, on peut munir PK d’une unique structure de biextension de
(AK , A
t
K) par Gm,K , que l’on appelle la biextension de Weil, et que l’on note WK .
Soit Φ′ le groupe des composantes de At. On de´duit de la lecture de [SGA 7, expose´
VIII, the´ore`me 7.1, b)] un accouplement (associe´ a` WK)
Φ×S Φ′ −→ (Q/Z)S
qui repre´sente l’obstruction a` prolonger WK en une biextension de (A,At) par Gm. Plus
pre´cise´ment, nous avons la proposition suivante.
Proposition 2.11. Soit M (resp. M ′) un sous-groupe de Φ (resp. Φ′). Alors il existe une
(unique) biextension W de (AM ,At,M ′) par Gm prolongeant la biextension de Weil WK
sur (AK , A
t
K) si et seulement si M et M
′ sont orthogonaux sous l’accouplement.
De´monstration. Le re´sultat de´coule de [SGA 7, expose´ VIII, the´ore`me 7.1, b)] dans le
cas particulier ou` la base est un trait. En outre, apre`s lecture de [SGA 7, expose´ VIII,
remarque 7.2], on voit que ce re´sultat s’e´tend au spectre d’un anneau de Dedekind, ce qui
est bien le cas ici.
Notations 2.12. On sait que l’image de A◦ par ϕ : A → B est a` valeurs dans B◦. Par
passage au quotient, on en de´duit une application ϕ : Φ → Ψ entre les groupes de
composantes. Dans la suite, nous noterons
Λ := ϕ(Γ)
et Λ′ de´signera l’orthogonal de Λ sous l’accouplement de monodromie (associe´ a` la biex-
tension de Weil W ′K de (BK , B
t
K) par Gm).
Lemme 2.13. Avec les notations pre´ce´dentes, G est un sous-groupe de kerϕ, la fle`che
B → B est a` valeurs dans BΛ, kerϕt est contenu dans Bt,Λ′, et ϕt(Λ′) ⊆ Γ′.
8
De´monstration. Il est clair que G et kerϕ ont la meˆme fibre ge´ne´rique. De plus, ces deux
groupes sont ferme´s dans A, et G est e´gal a` l’adhe´rence sche´matique dans A de sa fibre
ge´ne´rique (ceci est duˆ au fait que G est plat sur S), d’ou` l’inclusion de G dans kerϕ.
Graˆce a` la proprie´te´ universelle du quotient, on en de´duit un morphisme B → BΛ.
Pour obtenir l’inclusion kerϕt ⊆ Bt,Λ′ , il suffit de montrer que kerϕt ⊆ Λ′. Soient
respectivement Φ′ et Ψ′ les groupes de composantes de At et Bt. On peut re´sumer la
situation par un diagramme
Φ×SΦ′ −−−→ (Q/Z)S
ϕ


y
x

ϕt
∥
∥
∥
Ψ×SΨ′ −−−→ (Q/Z)S
dans lequel on note<,>A l’accouplement du haut (associe´ a`WK), et <,>B l’accouplement
du bas (associe´ a` W ′K). Il re´sulte alors de [SGA 7, expose´ VIII, 7.3.1] et de l’identite´
(ϕK × idBt
K
)∗(W ′K) = (idAK × ϕtK)∗(WK) que le diagramme pre´ce´dent est commutatif,
c’est-a`-dire que nous avons, pour tout x ∈ Φ et tout y ∈ Ψ′, l’e´galite´
< ϕ(x), y >B=< x, ϕ
t(y) >A .
Cette identite´ permet aussitoˆt alors de voir que l’orthogonal de Λ := ϕ(Γ) sous l’accou-
plement <,>B contient le noyau de ϕ
t. L’inclusion ϕt(Λ′) ⊆ Γ′ s’obtient e´galement en
observant la meˆme identite´.
3 Homomorphisme de classes et restrictions
3.1 Suites exactes et dualite´
Le « petit site fppf » sur S est la cate´gorie des sche´mas plats sur S munie d’une
structure de site pour la topologie fppf. Nous appellerons faisceau (pour la topologie
fppf) sur S un faisceau sur ce site. Nous allons travailler a` pre´sent dans la cate´gorie des
faisceaux abe´liens sur le petit site fppf de S.
Lemme 3.1. Soit H un S-sche´ma en groupes fini et plat. On se donne un morphisme
f : H → A dont la fibre ge´ne´rique fK : HK → AK est une immersion ferme´e. Alors f est
un monomorphisme de faisceaux sur le petit site fppf de S.
De´monstration. Soit en effet T → S un S-sche´ma plat. Nous avons un diagramme com-
mutatif
H(T ) −−−→ A(T )


y


y
HK(TK) −−−→ AK(TK)
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dans lequel la fle`che verticale de gauche est injective, H e´tant se´pare´ sur S, et TK e´tant
dense dans T (graˆce a` la platitude de T ). De plus, la fle`che horizontale du bas est injective
puisque fK est une immersion. Donc la fle`che horizontale du haut est injective.
Nous sommes a` pre´sent en mesure de donner une construction de l’homomorphisme
de classes ψ. Cette construction diffe`re le´ge`rement de celle donne´e par l’auteur dans [G1]
et [G2]. Elle est cependant base´e sur les meˆmes principes.
Lemme 3.2. Avec les notations 2.6, 2.9 et 2.12, supposons que l’on ait simultane´ment
une immersion ferme´e G → AΓ et un morphisme GD → Bt,Λ′ qui prolonge l’immersion
canonique GDK → BtK .
Soient B := AΓ/G et F := Bt,Λ′/GD les faisceaux quotients respectifs (pour la topologie
fppf sur S). Alors nous avons un diagramme commutatif
0 −−−→ G −−−→ AΓ −−−→ B −−−→ 0
∥
∥
∥ α


y β


y
0 −−−→ G −−−→ Ext1(F,Gm) −−−→ Ext1(Bt,Λ′ ,Gm) −−−→ 0
(4)
dans lequel les fle`ches α est β sont de´finies en termes de biextensions, et la suite exacte
du bas est obtenue en appliquant le foncteur Hom(−,Gm) a` la suite exacte
0 −−−→ GD −−−→ Bt,Λ′ −−−→ F −−−→ 0 (5)
De´monstration. D’apre`s [G1, lemme 2.4], le faisceau Hom(Bt,Λ′ ,Gm) est nul. De plus,
il de´coule de [SGA 7, expose´ VIII, 3.3.1] que le faisceau Ext1(G,Gm) est nul. Enfin le
faisceau Hom(GD,Gm) est repre´sentable par G. Ainsi la suite exacte du bas dans le
diagramme (4) de´coule de la suite exacte (5) par application du foncteur Hom(−,Gm).
Soit H l’image du morphisme GD → Bt,Λ′ , et soit At le quotient Bt,Λ′/H , lequel est
repre´sentable par un S-sche´ma en groupes lisse (lemme 2.8), contrairement a` F qui en
ge´ne´ral ne l’est pas. Alors on dispose d’un morphisme canonique de faisceaux F → At.
En outre, d’apre`s le lemme 2.13, on dispose d’un morphisme canonique At → At,ϕt(Λ′),
et, toujours par le lemme 2.13, ϕt(Λ′) est un sous-groupe de Γ′. En recollant tous les
morceaux, on obtient un morphisme de faisceaux F → At,Γ′.
Soit W (resp. W ′) la biextension de (AΓ,At,Γ′) (resp. de (BΛ,Bt,Λ′)) par Gm qui pro-
longe la biextension de Weil. On de´finit alors α comme e´tant le compose´ des morphismes
α : AΓ −−−→ Ext1(At,Γ′,Gm) −−−→ Ext1(F,Gm)
ou` la premie`re fle`che est de´finie par la biextension W . De meˆme, on dispose d’un mor-
phisme canonique B → BΛ, et on de´finit β comme e´tant le compose´ des morphismes
β : B −−−→ BΛ −−−→ Ext1(Bt,Λ′ ,Gm)
et il est clair que le diagramme (4) commute.
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Proposition 3.3. Avec les notations 2.6, 2.9 et 2.12, supposons que l’on ait simul-
tane´ment une immersion ferme´e G → A, et un morphisme i : GD → Bt qui prolonge
l’immersion canonique GDK → BtK. Alors les hypothe`ses du lemme 3.2 sont satisfaites.
Supposons de plus que le cobord ∆ associe´ a` la suite exacte
0 −−−→ G −−−→ A −−−→ B −−−→ 0
soit surjectif. Alors le morphisme
BΛ(S) γ−−−→ Ext1(Bt,Λ′ ,Gm) δ−−−→ H1(S,G)
est surjectif, δ de´signant le cobord associe´ a` la suite du bas dans le diagramme (4), et
γ e´tant de´fini graˆce a` la biextension W ′. Enfin, l’homomorphisme de classes ψ♭ de´fini
comme e´tant la compose´e des fle`ches suivantes
BΛ(S) δ◦γ−−−→ H1(S,G) π−−−→ RPic(GD)
est e´galement surjectif. En termes de fibre´s en droites, ceci e´quivaut a` la surjectivite´ de
l’application
BΛ(S) −→ RPic(GD)
(x : S → BΛ) 7−→ (x× i)∗(t(W ′)) (6)
ou` t(W ′) de´signe le Gm-torseur sur BΛ ×S Bt,Λ′ associe´ a` la biextension W ′.
De´monstration. Le lemme 2.13 montre que les hypothe`ses du lemme 3.2 sont satisfaites,
en prenant Γ = Φ. Nous avons un diagramme commutatif
B(S)
∆−−−→ H1(S,G)
β


y
∥
∥
∥
Ext1(Bt,Λ′ ,Gm) δ−−−→ H1(S,G)
entre les deux cobords des suites exactes du diagramme (4). D’autre part, β se de´finit
comme e´tant la compose´e
β : B(S) −−−→ BΛ(S) γ−−−→ Ext1(Bt,Λ′ ,Gm)
ou` γ est de´finie a` l’aide de la biextension W ′. Par suite, la surjectivite´ de ∆ entraˆıne
celle de δ ◦ β ainsi que celle de δ ◦ γ, et a fortiori celle de ψ♭. Le dernier point de´coule
de la description (dite « description ge´ome´trique ») de l’homomorphisme de classes ψ♭
en termes de restriction du fibre´ t(W ′). Nous renvoyons pour cela le lecteur aux travaux
pre´ce´dents de l’auteur (voir [G1, lemme 3.2]), qui s’adaptent sans peine a` la situation que
nous conside´rons ici.
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3.2 Restriction de Weil
Soit K ′ une extension finie de K, et soit S ′ := Spec(R′) ou` R′ est la cloˆture inte´grale
de R dans K ′. Soit XK ′ une K
′-varie´te´ abe´lienne. Nous noterons X/S′ → S ′ le mode`le de
Ne´ron de XK ′ sur S
′.
Rappelons la proposition suivante (voir [Ed, Prop. 4.1]).
Proposition 3.4. La restriction de Weil ℜK ′/K(XK ′) est repre´sentable par une K-varie´te´
abe´lienne, et la restriction de Weil ℜS′/S(X/S′) est repre´sentable par le mode`le de Ne´ron
de la varie´te´ abe´lienne ℜK ′/K(XK ′).
Remarque 3.5. Le re´sultat ci-dessous ne sera pas utilise´ dans nos constructions. Il permet
cependant de se faire une ide´e des proprie´te´s de re´duction des varie´te´s abe´liennes que nous
allons manipuler dans la suite.
Lemme 3.6. Soit p ∈ S un point ferme´ de S qui ne se ramifie pas dans K ′, et soit q un
point de S ′ au-dessus de p. Alors ℜS′/S(X/S′) a bonne (resp. semi-stable) re´duction en p
si et seulement si X/S′ a bonne (resp. semi-stable) re´duction en q.
De´monstration. Soit k(p) le corps re´siduel de p. Soient q1, . . . , qr les point de S
′ au-dessus
de p, et soient k(q1), . . . , k(qr) leurs corps re´siduel respectifs. Soit T := S
′ ×S k(p), alors,
comme p ne se ramifie pas dans K ′, nous avons T = Spec(k(q1)×· · ·×k(qr)). Nous avons
d’une part, par compatibilite´ de la restriction de Weil avec le changement de base,
ℜS′/S(X/S′)×S k(p) = ℜT/k(p)(X/S′ ×S′ T )
et d’autre part, sachant que T = ∐ri=1 Spec(k(qi)), il est facile de voir que
ℜT/k(p)(X/S′ ×S′ T ) = Πri=1ℜk(qi)/k(p)(X/S′ ×S′ k(qi)).
On se sert alors du fait que la restriction d’une varie´te´ abe´lienne (resp. semi-abe´lienne)
sur un corps est une varie´te´ abe´lienne (resp. semi-abe´lienne).
3.3 Sous-groupes finis des restrictions
Dore´navant, G de´signe un S-sche´ma en groupes fini et plat.
Lemme 3.7. Soit AK := ℜK ′/K(XK ′). Supposons que l’on dispose d’un morphisme
GS′ −−−→ X/S′
qui soit une inclusion sur les fibres ge´ne´riques. Alors en composant les fle`ches
G −−−→ ℜS′/S(GS′) −−−→ ℜS′/S(X/S′) = A
on obtient un morphisme G→ A. Si en outre GS′ → X/S′ est une immersion ferme´e, ou
si l’ordre de G est une puissance d’un nombre premier peu ramifie´ dans S, alors G→ A
est une immersion ferme´e.
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De´monstration. La de´finition du morphisme G→ A est claire. Si GS′ → X/S′ est une im-
mersion ferme´e, alors ℜS′/S(GS′)→ ℜS′/S(X/S′) est une immersion ferme´e d’apre`s [BLR,
§7.6, prop. 2]. D’autre part, G→ ℜS′/S(GS′) est une immersion ferme´e d’apre`s [BLR, §7.6,
p. 197], le groupe G e´tant affine, donc se´pare´. Ceci montre le premier point. Le second
point de´coule du lemme 2.5.
Lemme 3.8. Supposons que XK ′ provienne d’une K-varie´te´ abe´lienne XK, et que G ⊆ X
soit un sous-groupe du mode`le de Ne´ron X de XK sur S. Supposons que X ait re´duction
semi-stable en les points de S de caracte´ristique re´siduelle divisant ord(G). Alors le mor-
phisme compose´
GS′ ⊆ XS′ −−−→ X/S′
est une immersion ferme´e. Avec les notations du lemme 3.7, le morphisme G → A est
alors une immersion ferme´e.
De´monstration. Soit V ′ := S ′[ord(G)−1] ⊆ S ′ le comple´mentaire de l’ensemble des points
de caracte´ristique divisant ord(G), de sorte que GV ′ est e´tale sur V
′. Par suite, nous
avons une immersion ferme´e GV ′ → X/V ′ . Soit d’autre part U ′ le plus grand ouvert de
S ′ sur lequel XS′ a re´duction semi-stable. Alors la fle`che XU ′ → X/U ′ est une immersion
ouverte d’apre`s [BLR, §7.4, prop. 3]. Par suite, la fle`che GU ′ → X/U ′ qui s’en de´duit
est une immersion, comme compose´e de deux immersions. Comme, par hypothe`se, U ′ et
V ′ constituent un recouvrement ouvert de S ′, on en de´duit le re´sultat. Le dernier point
de´coule imme´diatement du lemme 3.7.
3.4 L’homomorphisme de classes surjectif
SoitXK ′ uneK
′-varie´te´ abe´lienne, X/S′ son mode`le de Ne´ron sur S ′, etA = ℜS′/S(X/S′).
On se donne un morphisme GS′ → X/S′ tel que le morphisme induit G→ A soit une im-
mersion ferme´e.
The´ore`me 3.9. Supposons que la fle`che naturelle de changement de base
H1(S,G) −−−→ H1(S ′, GS′)
soit nulle. Alors le morphisme cobord
B(S)
∆−−−→ H1(S,G)
est surjectif.
De´monstration. Le point de de´part est la suite exacte
0 −−−→ G −−−→ A −−−→ B −−−→ 0
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d’ou` l’on de´duit une suite exacte
A(S) −−−→ B(S) ∆−−−→ H1(S,G) −−−→ H1(S,A).
Nous avons d’autre part un isomorphisme canonique
H1(S,A) = H1(S,ℜS′/S(X/S′)) ≃ H1(S ′,X/S′).
En effet, les S-groupes conside´re´s e´tant lisses, on peut conside´rer les groupes de cohomo-
logie comme e´tant calcule´s dans la topologie e´tale. On se sert alors du fait que R1h∗ = 0
en cohomologie e´tale, h : S ′ → S e´tant le morphisme (fini) de changement de base.
Pour montrer que ∆ est surjectif, il suffit de montrer que la fle`che
q : H1(S,G) −−−→ H1(S ′,X/S′)
est nulle. Or cette fle`che q est en fait obtenue en composant les fle`ches
H1(S,G) −−−→ H1(S ′, GS′) −−−→ H1(S ′,X/S′)
ou` la premie`re fle`che est obtenue par changement de base, et la seconde est induite par
le morphisme GS′ → X/S′ . On en de´duit le re´sultat.
Lemme 3.10. Il existe une extension K ′ de K, non ramifie´e en dehors des places divisant
ord(G), telle que la fle`che
H1(S,G) −−−→ H1(S ′, GS′)
soit nulle.
De´monstration. Rappelons un fait bien connu : le groupe H1(S,G) est un groupe abe´lien
fini. Donc l’image de l’application (injective) de restriction a` la fibre ge´ne´rique
H1(S,G) −−−→ H1(K,GK)
est finie. De plus, chaque e´le´ment de cette image se trivialise dans une extension de degre´
fini de K, non ramifie´e en dehors des places divisant ord(G) (en effet, si l’on inverse les
places divisant ord(G), alors le groupe G, ainsi que ses torseurs, deviennent e´tales). Soit
K ′ le compositum de ces extensions. Alors K ′ est une extension finie de K, non ramifie´e
en dehors des places divisant ord(G), et la fle`che
H1(S,G) −−−→ H1(S ′, GS′)
est nulle, ce qu’on voulait.
De´monstration du the´ore`me 1.1. Soit K ′ une extension de K telle que la fle`che de chan-
gement de base H1(S,G)→ H1(S ′, GS′) soit nulle (voir le lemme 3.10). En appliquant le
lemme 3.8, nous obtenons une immersion ferme´e G → A = ℜS′/S(X/S′). Les hypothe`ses
du the´ore`me 3.9 sont donc satisfaites, et le re´sultat en de´coule.
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4 Conse´quences et exemples
4.1 Le cas ou` GD est un groupe constant cyclique
Nous fixons dans la suite un nombre premier p, et un entier naturel n.
Proposition 4.1. Supposons qu’il existe une immersion ferme´e µpn → X , ou` X est le
mode`le de Ne´ron d’une K-varie´te´ abe´lienne XK, ayant re´duction semi-stable en les points
de S de caracte´ristique p. Alors il existe une extension K ′ de K telle que les hypothe`ses
de la proposition 3.3 soient satisfaites pour µpn → A = ℜS′/S(X/S′).
De´monstration. Soit K ′ une extension de K telle que la fle`che
H1(S, µpn) −−−→ H1(S ′, µpn,S′)
soit nulle (une telle extension existe d’apre`s le lemme 3.10). D’apre`s le lemme 3.8, le
morphisme µpn → A qui s’en de´duit est une immersion ferme´e. De plus, comme (Z/pnZ)S
est e´tale sur S, on dispose d’un morphisme (Z/pnZ)S → Bt qui prolonge l’immersion
canonique sur les fibres ge´ne´riques. Enfin le the´ore`me 3.9 s’applique, et implique que
toutes les hypothe`ses de la proposition 3.3 sont satisfaites.
Le corollaire qui suit est motive´ entre autres par la question pose´e par Agboola et
Pappas dans [A-P], meˆme s’il ne fournit pas de re´ponse a` cette dernie`re. On peut se
demander quelles classes dans Pic(S) peuvent s’obtenir comme le pull-back (par un S-
point) d’un fibre´ en droites sur une varie´te´ arithme´tique donne´e. Ici, nous montrons que
tout e´le´ment de Pic(S)[pn] est le pull-back d’un fibre´ en droites rigidifie´ sur un sous-groupe
ouvert du mode`le de Ne´ron d’une varie´te´ abe´lienne convenable.
Corollaire 4.2. Il existe une K-varie´te´ abe´lienne BK , un sous-groupe Λ du groupe des
composantes du mode`le de Ne´ron B de BK, et un point de pn-torsion y ∈ Bt,Λ′(S), tels
que l’application
BΛ(S) −→ Pic(S)[pn]
(x : S → BΛ) 7−→ (x× y)∗(t(W ′))
soit surjective (avec les notations de la prop. 3.3).
De´monstration. Il existe une Q-varie´te´ abe´lienne C, ayant bonne re´duction au-dessus de
p, et dont le mode`le de Ne´ron posse`de un sous-groupe isomorphe a` µpn (voir [BBM,
The´ore`me 3.1.1]). Si C de´signe le mode`le de Ne´ron de CK sur S on obtient, graˆce au
lemme 3.8, une immersion ferme´e µpn → C. On conclut en appliquant les propositions 4.1
et 3.3 et en se servant de l’isomorphisme RPic((Z/pnZ)S) ≃ Pic(S)[pn].
On en de´duit le the´ore`me 1.3 de la fac¸on suivante : on de´compose N en produit de
puissances de nombres premiers distincts, puis on applique le corollaire 4.2 a` chacune de
ces puissances et l’on conside`re le produit des varie´te´s ainsi obtenues.
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The´ore`me 4.3. Supposons que p soit peu ramifie´ dans S. Soit K ′ une extension de K
telle que la fle`che de changement de base H1(S, µp) → H1(S ′, µp,S′) soit nulle, et soit
EK ′ une K
′-courbe elliptique, ayant bonne re´duction au-dessus de p, et telle que EK ′(K
′)
posse`de un point d’ordre p. Soit XK ′ := EK ′/(Z/pZ)K ′, et soit A := ℜS′/S(X/S′). Alors
on dispose d’une immersion ferme´e µp → A satisfaisant les hypothe`ses de la proposition
3.3. Enfin, le rang du groupe B(S) est e´gal au rang du groupe EK ′(K
′).
De´monstration. Par la proprie´te´ universelle du mode`le de Ne´ron le point d’ordre p dans
EK ′(K
′) de´finit un morphisme (Z/pZ)S′ → E/S′ dont nous noterons H l’image. D’apre`s
le lemme 2.2, H est un sous-groupe fini et plat de E/S′. Soit XK ′ := (EK ′/(Z/pZ)K ′)t,
alors, comme EK ′ a bonne re´duction au-dessus de p, le lemme 2.7 s’applique et H
D est un
sous-groupe de X/S′. De plus, nous avons un morphisme HD → µp,S′ de´duit du morphisme
(Z/pZ)S′ → H . On en de´duit un morphisme
ν : ℜS′/S(HD) −−−→ ℜS′/S(µp,S′)
et je pre´tends que c’est un isomorphisme. En vertu de l’ine´galite´ e < p − 1, il suffit de
montrer que sa restriction a` V := S[p−1] est un isomorphisme. Soit V ′ = S ′[p−1] alors la
fle`che (Z/pZ)V ′ → HV ′ est un isomorphisme, donc HDV ′ → µp,V ′ est un isomorphisme et
par restriction la fle`che
ℜV ′/V (HDV ′) −−−→ ℜV ′/V (µp,V ′)
est un isomorphisme. Or nous avons ℜV ′/V (YV ′) = ℜS′/S(Y ) ×S V pour tout S ′-sche´ma
Y , d’ou` le re´sultat.
L’isomorphisme ν donne naissance a` une immersion ferme´e
µp ⊆ ℜS′/S(µp,S′) ν
−1−−−→ ℜS′/S(HD) −−−→ ℜS′/S(X/S′) = A
qui satisfait, comme nous allons le voir, les hypothe`ses de la proposition 3.3. D’abord,
le groupe (Z/pZ) e´tant lisse sur S, il existe un morphisme (Z/pZ) → Bt qui prolonge
l’inclusion sur les fibres ge´ne´riques. Ce morphisme est d’ailleurs une immersion ferme´e
d’apre`s le lemme 2.5.
Montrons a` pre´sent la surjectivite´ du cobord. Le principe est le meˆme que dans la
preuve du the´ore`me 3.9, il suffit en fait de montrer que la fle`che
q : H1(S, µp) −−−→ H1(S ′,XS′)
est nulle. Or cette fle`che q est en fait obtenue en composant les fle`ches
H1(S, µp) −−−→ H1(S,ℜS′/S(HD)) −−−→ H1(S ′, HD) −−−→ H1(S ′,XS′).
Nous avons d’autre part un diagramme commutatif
H1(S, µp) −−−→ H1(S,ℜS′/S(HD))


y


y
H1(S ′, µp,S′) ←−−− H1(S ′, HD)
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dans lequel la fle`che verticale de gauche est nulle, et la fle`che horizontale du bas est
injective, d’apre`s le lemme 4.4 ci-dessous. On en de´duit que q est nulle.
Enfin, au sujet du rang, nous avons plus pre´cise´ment les e´galite´s suivantes
rang(B(S)) = rang(A(S)) = rang(X/S′(S ′)) = rang(XK ′(K ′)) = rang(EK ′(K ′)).
La premie`re de´coule de la finitude des groupes µp(S) et H
1(S, µp). Les deux suivantes
de´coulent des e´galite´s A(S) = X/S′(S ′) (vraie par de´finition meˆme de la restriction de
Weil) et X/S′(S ′) = XK(K ′) (vraie par la proprie´te´ de Ne´ron). La dernie`re est due au fait
que EK ′ et XK ′ sont isoge`nes.
Lemme 4.4. Soit M → N un morphisme entre S-sche´mas en groupes finis et plats, qui
induise un isomorphisme sur les fibres ge´ne´riques. Alors le morphisme induit
H1(S,M) −−−→ H1(S,N)
est injectif.
De´monstration. Il suffit d’examiner le diagramme commutatif
H1(S,M) −−−→ H1(K,MK)


y


y
H1(S,N) −−−→ H1(K,NK)
dans lequel les fle`ches horizontales sont obtenues par restriction a` la fibre ge´ne´rique, donc
sont injectives. De plus, la fle`che verticale de droite est un isomorphisme (car MK → NK
est un isomorphisme). On en de´duit que la fle`che verticale de gauche est injective.
4.2 Le cas quadratique imaginaire
Dans cette section, on suppose que R = OK est l’anneau des entiers de K. Dans le cas
ou` K est un corps quadratique imaginaire et ou` p ≥ 3, trivialiser les µp-torseurs revient
a` trivialiser les e´le´ments de Pic(OK)[p].
Lemme 4.5. Soit p ≥ 3 un nombre premier, et soit K 6= Q(√−3) un corps quadra-
tique imaginaire. Soit K ′ une extension de K dans laquelle les e´le´ments de Pic(OK)[p]
capitulent. Alors la fle`che
H1(S, µp) −−−→ H1(S ′, µp,S′)
est nulle.
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De´monstration. Comme K est quadratique imaginaire, le groupe des unite´s O×K est un
groupe fini. De plus, sous les hypothe`ses envisage´es, O×K est sans p-torsion : si p > 3 c’est
clair, et si p = 3 le seul corps quadratique contenant les racines 3-ie`mes de l’unite´ est
Q(
√−3). Par suite, le groupe O×K/(O×K)p est nul, et la the´orie de Kummer sur S nous dit
alors que
H1(S, µp)
∼−−−→ Pic(OK)[p].
D’autre part, le diagramme suivant est commutatif, a` lignes exactes
0 −−−→ H1(S, µp) ∼−−−→ Pic(OK)[p] −−−→ 0


y


y


y
O×K ′/(O×K ′)p −−−→ H1(S ′, µp,S′) −−−→ Pic(OK ′)[p] −−−→ 0
et la fle`che verticale de droite est nulle. On en de´duit que la fle`che verticale du milieu est
nulle, ce qu’on voulait.
Remarque 4.6. Le choix le plus naturel est de prendre K ′ contenu dans le corps de classes
de Hilbert de K. Mais on peut e´galement conside´rer d’autres corps K ′, e´ventuellement
ramifie´s sur K.
Nous sommes en mesure de de´duire du the´ore`me 4.3 le re´sultat suivant
The´ore`me 4.7. Soient
1. p ≥ 3 un nombre premier,
2. K un corps quadratique imaginaire tel que Pic(OK)[p] 6= 0 ; si p = 3 on exige de
plus que p soit non ramifie´ dans K,
3. K ′ une extension de K dans laquelle les e´le´ments de Pic(OK)[p] capitulent,
4. EK ′ une K
′-courbe elliptique, ayant bonne re´duction au-dessus de p, telle que EK ′(K
′)
soit un groupe fini contenant un e´le´ment d’ordre p.
Alors il existe une K-varie´te´ abe´lienne AK de dimension [K
′ : K], et une immersion
ferme´e µp → A satisfaisant les hypothe`ses de la proposition 3.3, telles que les groupes B(S)
et BΛ(S) soient de torsion. Par conse´quent, les homomorphismes ψ et ψ♭ correspondants
sont non nuls sur les points de torsion.
De´monstration. Tout d’abord, p est peu ramifie´ dans S (si p > 3 cela de´coule du fait que
[K : Q] = 2, et si p = 3 c’est vrai par hypothe`se). De plus, la fle`che de changement de base
H1(S, µp)→ H1(S ′, µp,S′) est nulle d’apre`s le lemme 4.5. Il s’ensuit que les hypothe`ses du
the´ore`me 4.3 sont satisfaites. La proposition 3.3 s’applique alors, et implique la surjectivite´
de ψ et ψ♭ sur le groupe Pic(OK)[p]. Enfin, le groupe B(S) est de meˆme rang que le groupe
EK ′(K
′), et ce dernier est de torsion par hypothe`se.
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Remarque 4.8. Supposons que EK ′ provienne d’uneK-courbe elliptique EK , et que EK(K)
contienne un point d’ordre p (les seuls cas possibles sont p = 2, 3, 5, 7, 11, 13 d’apre`s
Kamienny [Ka]). Alors on peut prendre pour K ′ le corps de classes de Hilbert, qui est non
ramifie´ sur K. Par suite, AK a bonne re´duction en les meˆmes places que EK , en vertu
du lemme 3.6. Si en outre les premiers de mauvaise re´duction de EK sont des ide´aux
principaux de K, alors en les inversant on trouve un contre-exemple a` l’annulation de
l’homomorphisme de classes pour les sche´mas abe´liens.
Exemple 4.9. Soit K = Q(
√−23), alors Pic(OK) ≃ Z/3Z et 3 est non ramifie´ dans K.
Soit E la courbe elliptique (14A1 dans les tables [Cr]) de´finie par l’e´quation
y2 + xy + y = x3 + 4x− 6.
Nous avons E(Q) ≃ Z/6Z. Soit H le corps de classes de Hilbert de K, un calcul avec
Magma montre que rang(E(H)) = 0. Les hypothe`ses du the´ore`me 4.7 sont alors satisfaites.
Exemple 4.10. Soit K = Q(
√−47), alors Pic(OK) ≃ Z/5Z. Soit E la courbe elliptique
(11A1 dans les tables [Cr]) de´finie par l’e´quation
y2 + y = x3 − x2 − 10x− 20.
Nous avons E(Q) ≃ Z/5Z. Soit H le corps de classes de Hilbert de K, un calcul avec
Magma montre que rang(E(H)) = 0. Les hypothe`ses du the´ore`me 4.7 sont alors satisfaites.
En outre, (11) est un ide´al premier de K, donc si l’on pose U = Spec(OK [11−1]), alors
Pic(U) ≃ Pic(OK), et AU est un U -sche´ma abe´lien. Ainsi on obtient un exemple de
sche´ma abe´lien de dimension 5, muni d’une 5-isoge´nie pour laquelle l’homomorphisme ψ
n’est pas nul sur les points de torsion.
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